A37
Zufallsexperimente - Vermischte Aufgaben

Wiirfeln mit Oktaeder und Tetraeder

Ginther Weber

Als pietwirfel werden Gberwiegend sechsscitige Warfel (Hoxaeder), dessen Seiteachen
mitinem bis sechs Punkten beschrfet sind, genutz, I vortiegenden Materaluntersuchen

= hveSchulerinnen und chler das WEfeln mit inem Oktaeder sowiedas Wirfeln it einem
Otaeder und einern bz, zwei Tlraedern, Durch das zusatzliche Werfen iner Minze wer-
den die gewiirellen Punkle gewichtel. Die Lerenden bestimmen hierzu (becingle) Wahr-
scheinlchkeiten durch das Zeichnen von Baumdiagrammen brw. durch Anwenden der Bi-
nomialverteiung. benso berechnen sio don Erwartungswert und uberprifen, ob en Spict
it Tetraeder und Oktaeder far st
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Auf einen Blick

Oktaeder und Tetraeder
M1 Aufgaben

M2 Spiel mit 5 Wiirfen

Bendtigt: O Tabellenkalkulationsprogramm
O GTR/CAS

Erkldrung zu den Symbolen

Dieses Symbol markiert differenziertes Material. Wenn nicht anders ausgewiesen,
befinden sich die Materialien auf mittlerem Niveau.

@ leichtes Niveau @ mittleres Niveau @ schwieriges Niveau
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Aufgaben

Ein Oktaeder hat acht kongruente Seitenflachen, die mit den Zah-
len 1 bis 8 beschriftet sind. Wirft man bei einem Wiirfelspiel einen
Oktaeder, soist die Zahl gewdirfelt, die auf der oberen Dreiecksfldche
steht. Im nebenstehenden Oktaeder wurde also die 5 gewdirfelt.

Ein Tetraeder hat vier kongruente Seitenfldchen; die Kanten des
Tetraeders sind mit 1, 2, 3 oder 4 beschriftet. Wirft man bei einem
Wiirfelspiel einen Tetraeder, so ist die Zahl gewiirfelt, die auf den
sichtbaren Bodenkanten steht. Im nebenstehenden Tetraeder

wurde also die 4 gewdirfelt.

Fotos: Giinther Weber

1. Ein Tetraeder und ein Oktaeder werden geworfen.

a)

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir folgende Ereignisse:
E1: Die Oktaeder- und die Tetraederzahl sind gleich.

E2: Die Oktaederzahl ist kleiner als die Tetraederzahl.

E3: Die Oktaederzahl ist ein Vielfaches der Tetraederzahl.

E4: Die Summe der beiden Zahlen ist gerade.

E5: Die Summe der beiden Zahlen ist mindestens 10.

E6: Der Abstand der beiden Zahlen ist hdchstens 2.

E7: Flr den Quotient gilt: 1 < —TEtraederzahl <
3 Oktaederzahl

E8: Die Tetraederzahl eine 4 ist, wenn die Summe der beiden Zahlen mindestens 9
betragt.

E9: Die Oktaederzahl kleiner oder gleich 2 ist, wenn das Produkt der beiden Zahlen
hochstes 10 ist.

Bestimmen Sie die minimale Anzahl von gleichzeitigen Wiirfen mit Oktaeder und
Tetraeder, die notwendig ist, damit mit mindestens 99 %-iger Sicherheit das Produkt
der beiden Zahlen mindestens einmal gréRer als 20 ist.

Es wird 10-mal gleichzeitig ein Oktaeder und ein Tetraeder geworfen. Bestimmen Sie
die Wahrscheinlichkeit fur die Ereignisse:

E10: Bei hochstens 4 Wiirfen ist die Summe der beiden Zahlen eine Primzahl und
das Produkt der beiden Zahlen groRer als 16.

E11: Bei mindestens 4 Wiirfen ist die Oktaederzahl gerade oder die Tetraederzahl
ungerade.

E12: Die Anzahl der Wiirfe, bei denen der Abstand zwischen der Oktaeaderzahl und
der Tetraederzahl eine Primzahl ist, ist groRRer als 3 und hochstens 8.
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Miinze zeigt Zahl
Oktaeder-
zahl
Tetra- 1 2 3 4 5 6 7 8
ederzahl
1 d 4 5 6 7 8 9 10
2 5 6 7 8 9 10 11 12
3 7 8 9 el 11 12| 13 14
4 9 10 11| 12 13| 14 fl 16
b) Bestimmen Sie eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Wert der Summe. @

) Bestimmen Sie den Median m, aller Summenwerte, den Median m,, der
Summenwerte, wenn die Miinze Kopf und den Median m,,, der Summenwerte,

wenn die Miinze Zahl zeigt.
Durch den Miinzwurf erhalt man fiir die Summenwerte zwei Tabellen.

d) Berechnen Sie mithilfe dieser beiden Tabellen die Wahrscheinlichkeit folgender Er- @
eignisse.
E1: Die Miinze Kopf zeigt, wenn der Summenwert kleiner oder gleich m,,, ist.
E2: Die Miinze Zahl zeigt, wenn der Summenwerte groBer als my ist.
E3: Die Miinze Zahl zeigt, wenn der Wert der Summe gerade und groRer oder gleich 10 ist.

Bei den folgenden Aufgaben werden die Summenwerte aus beiden Tabellen bei
gleicher Oktaeder- und Tetraederzahl zu einem Zahlenpaar
(Summekopf;SummeZahl) zusammengefasst.

Mit der Tetraederzahl 2 und Oktaederzahl 4 erhalt man somit das Zahlenpaar (10;8) .
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:

E4: Die Komponenten des Zahlenpaars unterscheiden sich um wenigstens 4.

E5: Die Summe der Komponenten des Zahlenpaar ist groRer als 24.

E6: Die Summe der Komponenten des Zahlenpaars ist ein Vielfaches von 3.

e) Die Summenwerte werden fiir ein Spiel genutzt. Ist der Summenwert durch 3 teilbar, @
so erhalt man 3 €, ist der Summenwert durch 4 teilbar, so erhalt man 4 € und bei
einer Teilbarkeit von 3 und 4 erhalt man das Doppelte des Produkts der Summen-
werte. Uberpriifen Sie, ob das Spiel bei einem Einsatz von 1 € fair ist.
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Oktaeder-
zahl
Tt | 1| 2|3 |4 |5]|6 |7 8
ederzahl
1
2 X
3 X X
4 X X X
PES) = > = >
32 16

E6: Der Abstand der beiden Zahlen ist hochstens 2.

Oktaeder-
zahl
1 2 4 7
Tetra- 3 > 6 8
ederzahl
1 X X X
2 X X X X
3 X X X X X
4 X X X X X
P(E6) = E
32
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X 12 | 13 | 14 15 | 16 17 | 18 19 | 20
Anzahl 2 2 2 2 2 2 2 1 1

Es gibt insgesamt 32 Summenwerte, sodass der Median in der geordneten Liste der
Wert zwischen dem 16. und 17. Summenwert ist. Summiert man in der Wahrschein-
lichkeitsverteilung beginnend beim Summenwert 3 die Anzahlen auf, so ist der 16.

Wert eine 11, der 17. Wert eine 12. Somit ist m,; = nzﬁ =115.

Zeigt die Miinze Zahl, so erhélt man folgende Anzahlen:
X; 3/ 4 56 7 8 9 10 11
Anzahl 1 1 2 2 3 3 4 4 3

X, 12 13 14 15 16
Anzahl 3 2 2 1 1

Summiert man in der Wahrscheinlichkeitsverteilung beginnend beim Summenwert
3 die Anzahlen auf, so ist der 16. Wert eine 9, der 17. Wert eine 10.

Somitist m,,, = 9+—210 =9,5.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P,(B) (Die Wahrscheinlichkeit von B unter der Be-
dingung, dass A bereits eingetreten ist), kann berechnet werden

— durch Auszdhlen bei einer Tabelle mit gleichwahrscheinlichen Zellelementen,
- mithilfe der Vierfeldertafel oder

- mithilfe eines umgedrehten Baumdiagrammes.

Esist m,,, =9,5

E1: Berechnung durch Auszahlen bei einer Tabelle mit gleichwahrscheinlichen Zell-
elementen:

Munzwurf: Kopf Minzwurf:Zahl

il
[
L&)
=
wn
o
~
L]

ya

Z 2 3 4 5 6 7 8
Bl : s 7 9 il 2 2|5 6|7 8 9
2 4 6 8 Bl s 6 7 8|9
Bl s 7 o 3 7 8 9
al 6 8 a 9

12 Zellelemente sind in der ,Kopftabelle“ und 16 Zellelemente sind in der ,Zahl-

tabelle“kleiner als 9,5. Von den insgesamt 28 Zellelementen kleiner als 9,5 sind 12
in der ,Kopftabelle® Es ist daher B (Summe <m,,) =% =; .
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze Kopf zeigt, wenn der Summenwert kleiner

3
oder gleich m,,,, ist, betragt 7
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d) L
Das Spiel endet unentschieden, wenn Maike dreimal die Summe 5 und Tim zweimal

1Y (1Y 1
die Summe 4 wirft. P(unentschieden):(—] (—) =—

4 8 4096
1.
Maike gewinnt, wenn sie dreimal die Summe 5 und Tim weniger als zweimal die
Summe 4 wirft. Tim gewinnt, wenn er zweimal die Summe 4 und Maike weniger als
dreimal die Summe 5 wirft.

Maike Tim Maike Tim Maike
5 a 5 4 5 2 1/a096" 3 1/4096
5 4 5 4 s 2 3/a096 2
5 4 5 s 5 1 3 7/4096
I 4 s 4 5 2 3/4096 2
5 4 s 4 s 2 9/4096 1
L] s 5 4 5 1 3 7/4096
5 s 5 s s 0 3 49/4096
s 4 5 4 5 2 3/a096 2
s a 5 4 s 2 9/40%6 1
s a s a 5 2 9/a0%6 1
s a s 4 s 2 27/409 ©
63/4096 63/4096

(s bedeutet in der Tabelle, dass Maike nicht die Summe 5 bzw. Tim nicht die
Summe 4 wirft.)

Berechnen der Wahrscheinlichkeiten fiir diese Moglichkeiten und Aufsummieren
der Wahrscheinlichkeiten zeigt, dass die Gewinnwahrscheinlichkeiten fiir Maike
und Tim gleich sind.

Alternative Berechnung durch kombinatorische Uberlegungen:
Maike gewinnt und es kommt zu keinem Unentschieden, wenn sie dreimal die
Summe 5 und Tim weniger als zweimal die Summe 4 wirft. Hierzu gibt es 3

Méglichkeiten:
3
P(Maikegew]nnt): l . lZ+Zl+ZZ :i.é:i
4 88 88 838 64 64 4096
Maike Tim Maike Tim Maike
5 4 5 s 5
5 H 5 4 5
5 H 5 S 5

Tim gewinnt und es kommt zu keinem Unentschieden, wenn er zweimal die Summe
4 und Maike weniger als dreimal die Summe 5 wirft. Hat Maike einmal nicht die
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